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Sei G = (V, E) ein zusammenhangender Graph und sei die Anzahl seiner Knoten mit ungeradem
Grad gerade. Dann enthélt G eine Eulertour.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr O

Falsch R

Fir G=(V.E) 29, gl
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Sidw Skiik Salz 4.3

Sei n eine natiirliche Zahl und (G ein bipartiter Graph auf 2n + 1 Knoten. Dann gilt: G enthélt keinen
Hamiltonkreis.
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Satz: Ein bipartiter Graph G = (A U B, E) mit |A| # |B| kann keinen
Hamiltonkreis enthalten.



Der Kreis auf acht Knoten (Cy) ist 2-zusammenhé&ngend.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr (079)

Falsch O
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Sei GG ein zusammenhangender Graph, T'(G) ein Spannbaum von G und e € E(T(G)) eine Kante im
Spannbaum. Es gilt: € ist eine Briicke in G.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch
(25 T
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Gegeben sind fiir einen Graphen GG zwei Blécke A, B mit A # B. Dann liegt keine Kante sowohl in A
als auch in B.
Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr X
Falsch O
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Definition: Sei G = (V, E). Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf E
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Ein zusammenhé&ngender Graph G = (V, E) mit |V| > 3, der keinen Artikulationsknoten enthlt, ist
2-zusammenhéangend.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr @

Falsch O
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Fir das metrische TSP-Problem gibt es einen 2-Approximationsalgorithmus, aber keinen 4-
Approximationsalgorithmus

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr O

Falsch &
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Seien k, £ > 1 und k, £ beide ungerade. Das (k x £)-Gitter enthalt keinen Hamiltonkreis.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr X

Falsch O

Satz: Seien m,n > 2.
Ein nxm Gitter enthalt einen Hamiltonkreis gdw n*m gerade ist.

In einer Tiefensuche sei w € V das erste Kind von v € V im DFS-Baum.

Falls low|w| > dfs[v], so ist v ein Artikulationsknoten.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch



v 1st Artikulationsknoten
&= v =sund s hat in T Grad mindestens zwei, oder

v # s und es gibt w € V mit {v,w} € E(T) und low[w] > dfs[v].
\/\/E'\H V=S, V{’lfln 91‘“’ fa;t'v\ allc, kl'wlcn v

(DVCW__] = O(ﬁs[l/jl nobhings slavon ob v e Ak
isk oder neht.

Fir einen zusammenh&ngenden Graphen G = (V, E) der in einer Adjazenzmatrix gespeichert ist,

kann man in Zeit O(\V\“)) alle Artikulationsknoten und alle Briicken berechnen.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr X

Falsch O

DFS-le with Ao(jacewb Makrix  fadead OL AdJL\b'}

Vollstandige Graphen sind die einzigen zusammenh&angenden Graphen, welche sowohl eine Eulertour
als auch einen Hamiltonkreis enthalten.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr O

Falsch V4]
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&Ll'l— Von Dirﬁc

Satz: (Dirac 1952)
Jeder Graph G = (V, E) mit [V| = 3 und Minimalgrad
8(G) = [V|/2 enthélt einen Hamiltonkreis.
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Ham‘ (ton DP
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W;r laenu'\'zcn eme 2"%n Tabelle P il den Eihh;.seh:

p {1, es gibt in G einen 1-x-Pfad, der genau die Knoten aus S enthalt
S
0,

sonst.
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G enthalt einen Hamiltonkreis = Jx € N(1) mit Ppyx =1
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Wir halen [olyerden Psendocole :

HAMILTONKREIS (G = ([n],E))

N =

o

10:
11:
12:
13:

// Imitialisierung
forall x € [n], x # 1 do

Pl = {]’ falls {1 € F // alle SuLsck ,S, =L

0, sonst ah Basz_ cuse

// Rekursion
forall s =3 to n do
forall S C [n] mit 1 € S und [S| = s do
forall x € S, x #1 do +— Rekivess oul Memyen S wil 'S’ =s—
Psx = max{Pg\{x}‘xf |x'eSn N(X),iﬁj}.
// Ausgabe \w,‘: Aﬁr[‘eh X
if 3x € N(1) mit Py, = 1 then nidhk be: 1 anhangen.
return G enthalt Hamiltonkreis
else

return G enthalt keinen Hamiltonkreis
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Aufgabe 1 — Hamiltonkreise (In-Class Exercise)

Sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten, V' = {v1,...,vn}. Sei W die Menge aller geschlossenen
Wege von vy nach vy der Lange n in G. Fiir 2 <i < nsei A; C W die Menge der Wege in W, die
nicht den Knoten v; besuchen. Ausserdem sei A :=J_, A;.

(a) Sei H die Menge der Hamiltonkreise in V' mit Start-/Endpunkt v;. In welcher Beziehung stehen
die Mengen H, W, und A zueinander? Welche Gleichung erfiillen demzufolge die Grossen |H|,
|W|, und |A|?

) (1)
W= HuA .l HoA=#

= |W|=|n| + Al

Beu/ufs’ jder ‘/'/Q“, W&A b%b\(‘l’\l' l-u.nA. /, kho'—tn
nidk =  wgll = HqA=g. ©
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(b) Fiir jede Menge S C V mit v; € S definieren wir Wg als die Menge aller Wege in W, die keine
Knoten in S besuchen. Insbesondere ist A; = Wy,,1. Zeigen Sie:

A= Y~ wl.

P£SCV,v, €S

Des erimest uns on:

Satz 1.35. (Stebformel, Prinzip der Inklusion/Ezklusion) Fiir end-
liche Mengen Aj,...,A, (n > 2) gilt:

n

UA| = D) (=D Y A, N NAy
i=1 1=1 1<ii<<it<n
n
= Z |A| — Z |Ai, NA,|+ Z |Ai, NA;; NA
i1 1<ij<iz<n 1<iy<iz<iz<n

— e (=1 AT N N AGL

UA =3 "™ | oa]

¢F~S€.‘i?.'...,h1

|4l =

jeli h«&g,en Wi~ hoch Ws = 'ﬂs 4; Lcwc.‘scn .
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;QsA; = Wy

Sei we ‘Q Ai Lcl:cha.

= velW beudt kioten 1 michlt fir alle ;6.
= b\/&w\s

Ws c QSA‘

Se we W .
- v eW low«l-" keine kno“&\ n S.
=5 VieS: v Lesuhl i wnidht
=D VieS weA =wve _.Q A

A

(c) Geben Sie einen (effizienten) Algorithmus an, der als Input G, v; und S bekommt, und der
|Ws| berechnet. Welche Laufzeit hat Ihr Algorithmus?
Hinweis: Benutzen Sie Algorithmen als Subroutinen, die Sie aus diesem oder letztem Semester
kennen. Von solchen aus den Vorlesungen bekannten Routinen brauchen Sie natiirlich weder
Implementierung noch Korrektheit neu zu diskutieren. Achten Sie jedoch wie immer darauf,
dass Sie genau angeben, was Sie der Subroutine als Input geben.

C?esuoln"-' La Weat vV, =\, Ae- u"ﬂ" h \m i uaied en
Tec'(\grapheh Gg:= GLV\s)

AL"’I\;J'\ wie Flbnol"a/ar‘sl\ull.

1. Kondbrwice  Ad'are~anehrix AC>S
duvch en'fierhe-\ der 1-Fen Rethe yud i-ten

kolOan p-ur aut (C?S Von AG -

1. Beedine p‘: (Aes)h duh Ouogh}\ﬂqlw'xwus.
Shrassen
5. Reun (R),



Lau‘yle{t; O("‘ 2.80?) e Grassen Malm’xmu-.

= O(n2* (&) o

(d) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der als Input G und v; bekommt, und der |A| berechnet.
Der Algorithmus darf exponentielle Laufzeit haben (jedoch hochstens um einen polynomiellen
Faktor schlechter als 2™), aber er soll nur polynomiell viel Speicherplatz benétigen.

ik Benukse (L) wed (c)

FO* d#s = {Z, ey n} 0(0
1. Compude (Wy] itk o).
2, AM (—1)”“1 IVJ fo Accpanlalor A‘
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Ulvuk pLu A| < Zh ¢ Vl"
bfav\(‘-tr\ wir Mu.mul_ Oly\ lgb r\) Srec'dn!.n
‘(03(2" hh)= (’b (2")& (03 h'=n l°31 rn lob h)

. " 2.807
Lk O(27 0" Gy
Azl ()
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(e) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der als Input G bekommt, und der die Zahl der Hamilton-
kreise in GG bestimmt. Der Algorithmus soll dieselben Laufzeit- und Speicheranforderungen
erfiillen wie in (d).

1. Bercdne lWl mik (<) (l"l’“‘f" 6, .. ¢)
2. Bcvc.clana Al mi} l”()

3. QC‘VV\V\ \Ul_,A|

Corvales: Fo(.ﬂL Vo LA)/ (c) tnd (‘)

Lmlz.eﬂ# (Dle-‘o‘-\ wie (d) , A ’\M’ (n polb-le-'l- beecdnel

Spe-'ol.ﬂr"' O(v\") Lie (A) LQJ"LY“LLQV\.

(f) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der entscheidet, ob es in einem Graphen G einen Hamilton-
kreis gibt, und der dieselben Laufzeit- und Speicheranforderungen erfiillt wie in (d).

Tesle ob Le.) O zuekglh,

Kol [ Laclaeit [peide- fobt oy (o)
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Ein Problem T aus NP heisst NP-vollstandig, falls gilt
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e, falls  T0 ddherniashish pelynoniell (esbes s),

Sind au(, Pr‘olo[emc N ,UP Ael. Polbhohidl lésjaar.

Satz: (Karp 1972)
Das Problem

~,Gegeben ein Graph G = (V, E), enthalt G einen Hamiltonkreis?*

ist NP-vollstandig.

—

lrave,\inﬂ Salcsrw\ Problen, (T&P )

Gegeben:  vollstandiger Graph auf n Knoten,

Distanzen zw. je zwei Knoten: b ([”’2”) —R
Gesucht: Klrzeste Rundreise:
min E {(e)
H: Hamiltonkreis
ecE(H)

\ll/l."‘ komen Zelgen® TSP isf J}P-‘Voudihdib
Dam Lwe-'sen Wi ) 0(085 W;r alus Ham'U’Ot\)lrdstLlu-

bul TSP redusiccen kéwnen, l.e. TSP e P = Hawmillmk.eP

2

Graph G=([n], E) &  vollstGraph Kn=([n],(3))
mit Langenfunktion £ (') — {0,1}

0, falls{x,y} eE
sodass 4({x,y}) = { Ll
1, sonst.

ln Cinth Vausl-. Grlw-"t Q;U‘ (48 Sicl-cﬂ ein Hk und



ejn TSP—Aljorn'HwhhS Wp'u-p‘c_, O{b\ hl." 0‘&-\ l"il'h;ma(.S"‘eu
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G enthalt Hamiltonkreis — opt(Kn,) =0
\/'/(’,nn w,' c u'htn de C—APrfﬂxinaLbns a(gon‘lhhu_s
LRH‘uV Léhh‘"tn - ﬂlus Hk— Pralole.l- in Pol:,hor.l'c.uer 2&" (éseh.

(W&hﬂ 0’(&': OPI'(k.\ ’€)=0/ dann ltsl— Q_I',hc C—M‘. Sdnlco“—crc
menxa ) e Nods 0)

Hieraus folgt auch: fur kein C >0 kann es einen polynominellen
C-Approximationsalgorithmus geben (ausser es gilt P=NP).

wuh Lel—r‘ac,rl'en wn'r‘ Aas ht."’rl'sc‘.e, -r"wc-ll'g SA(CW*\ Prleeh.
Konk.}:

Funktion ¢ erfullt

. . €($1Z) SF(CL‘,g)-Ff(g, Z) ‘v’:r,y,z S [TL]
Dreiecksungleichung:

1. Bestimme minimalen Spannbaum T

es gilt:  ¢(T) < opt(Kp, ¢)
2. verdopple alle Kantenvon T
es gilt:  24(T) < 20pt(Kn, £)

3. bestimme Eulertour W

es gilt:  £(W) = 2{(T) < 20pt(Kn, £)



Wan nods de- 4. Fe SJ’WH

4. durchlaufe W, mit AbkUrzungen, so
dass jeder Knoten nur einmal
besucht wird = Hamiltonkreis C

Jv(an er;nnerc, sich ﬂ‘arah, ﬂlass {/ler
GRgebene Groph vollshindiy isk el

duss die mehrisle glﬁu\sﬁ‘ﬂc"
-U—

Funktion ¢ erflllt
Dreiecksungleichung:

L Aus Aiser Eigensdult folh
¢(0)= e(w)/— 2 ook (k,.,e)

Uz, z) < (z,y)+ Ly, 2) V,y,z € [n]



M u{“d\;ngs

Eine Kantenmenge M ¢ E heisst Matching in einem Graphen G = (V, E), falls
kein Knoten des Graphen zu mehr als einer Kante aus M inzident ist.

Ah\vena(uny 2"0‘ (:mppm f&r T"lwn‘«.ML 5uloe~u l:n'(o(an @

Ein Knoten v wird von M uberdeckt, falls es eine Kante e € M gibt, die v
enthalt.

e a—2L... eeM= o und b be deckt

Ein Matching M heisst perfektes Matching, wenn jeder Knoten durch genau
eine Kante aus M Uberdeckt wird, oder, anders ausgedruckt, wenn |M| = |V/|/

WY ok

uu wu'halc, ‘/Ma “OL |'n|¢,$

Ein Matching M ¢ E ist ein inklusionsmaximales Matching, wenn es kein
Matching M’ gibt mit M ¢ M" und M| > |[M|.

l"\l" 0((,;4 KAnl‘?—n 0(1(, wl« Iin [/“hl’(,lunﬂ "uxl.oc, 00'\}
es nicht bessen” ("' ol relabiv Beste)

Ein Matching M ¢ E ist ein (kardinalitats-)maximales Matching, wenn es kein
Matching M’ gibt mit M| > |M].

"e,s geht aug- nicht bese " (fx Adus absolu} Beske )
O—O—0—0 O—00—0—0

inklusionsmaximales Matching kardinalitatsmaximales Matching
(aber nicht kardinalitatsmaximal) (auch inklusionsmaximal!)



G ree-(b J(ﬁ’b‘q l.nz

GREEDY-MATCHING (G)
1: M« 0
2: while E # 0 do
7 wahle eine beliebige Kante e € E
4: M «— M U/{e}
5 losche e und alle inzidenten Kanten in G

Satz: Mit dem Greedy-Algorithmus kann man in Zeit O(|E|) ein
inklusionsmaximales Matching Mareeay bestimmen mit

‘M&:cuy' = |MM| /2

wobei Mmax ein kardinalitdtsmaximales Matching ist.

evtisidee”
Vs salnen / p(w__s J/‘G'”‘a Ihuun'anshaxima(, is".

L"l) Daraus fo[al—’ 0{‘\35 30(& kanlt in J/lh“ eq"'wulc_r' ih Vu&w‘a
Cein puss oder 2u pind. A Kide von "“Gra in2ident ssk,
(SOnsL I.'Enhie_n W;'\ 0(;(, Kan"'e. 2u ‘Mﬁrce-'g hinzu i;laen. WW'(_(.LF\-&‘-;!)

(2) D M, ein dakhing 1}, beritht jeder Keoken
n M (Woyo-\ es 2”“6:«4,' 5:U~), koxinal €ine Eanle von

(1)/(2) == ‘M&aaa\ > 1A,

MGreedy

Mmax




Ein M-augmentierender Pfad ist ein Pfad, der abwechselnd Kanten
aus M und nicht aus M enthalt und der in von M nicht Gberdeckten
Knoten beginnt und endet.

= durch tauschen entlang M kbnnen wir das Matching vergréssern

Medihiing f) nole.
MiF pugimentierenden Pladen :
Mo Liportiten Graghen:  O(1V]-1E)
State of He Ark:
O(WV)*1E)) o wngeridhele Guphes
o(IvI*) Lir  guicklek  Braphen

Fl;ir Au} hd‘rl'sJ-c, TSP 3\'“—%

aus MST & Matching & Eulertour kann man eine
3/2-Approximation ableiten




Satz vor el (Einfihipem):

Satz: (Hall, Heiratssatz) Q
Ein bipartiter graph G=(AuB, E) enthilt ein -
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw

Philip Hall

v XCA : [X]| = IN(X)| (1904-1982)
Q
X O<

O——>< o N(X)

muss fur jede \\ \O

Teilmenge gelten Q e -
0 ™~
Q

Bewer, u|IF,  nadksles JHal



